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CALCULATIONS OF THE CONSTRAINTS IN A THIN FILM DE-
POSITED ON THE SUBSTRATE: The aim of the present paper is to give
simple calculations of the constraints in a thin film deposited on the sub-
strate. The thin film can be obtained by the recrystallization of the surface.
It is considered in relation to its substrate, where the force is linearly pro-
portional to the surface area of the film. On the other hand, it is considered
to be under the action of a force related to the thermic and compressional

" constraints. The initial and final boundary conditions in the linearized model
play an essential role in the model adopted.

! » PACS numbers: 68.55.-a

1. Introduction

On étudie le calcul des moments de flexion et des fleches d’une poutre ou
d’une plaque mince soumise 4 une précontrainte P de type thermique par ex-
emple, soumise de la part du substrat sur lequel la poutre est posée, & une
réaction proportionnelle a4 la fléche. On note E le module de Young et I —
l'inertie de la barre. Cette poutre est chargée & une densité d’effort extérieur fz):

L’équation liant la fléche u(z) aux forces extérieures dans le cadre d’une
théorie linéarisée est

E% (Efg%) +au+ Pj—j:;- = f(=), | (1)
w(0)=u() =0, w(0)=v'(l)=0. (2)

(581)
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Les méthodes de calcul classiques utilisent des éléments de poutre prenant
comme degré de liberté les fleches et les rotations de noeuds en prenant comme
interpolée des cubiques. Cette méthode peut étre vue comme une méthode de fonc-
tions splines, mais donne des moments qui sont linéaires par élément et continus
aux noeuds de la discrétisation. ,

Nous proposons une méthode plus simple utilisant des interpolations linéaires
pour les moments et les fleches de type mixte. Cette méthode a ’avantage d’étre
plus simple & programmer, ne faisant apparaitre que des matrices tridiagonales.

Elle a d’autre part une signification mécanique plus adaptée car elle sépare
I’équilibre de la structure de la loi de comportement, toutes deux écrites sous forme
globale [1].

2. Formulation variationnelle du probleme

2.1. Méthodes auz déplacements
Posons £2 =]0, 1[:

HYR) = {”(z)// E'I( ) dz < +00; v(0) = v'(0) = v(I) = V'(l) = 0}
avec '

d2
Ilv(x)ll?fg(nﬁ/ EI (d 2) dz.

La solution des Egs. (1) et (2) est un minimum de J(v) sur H3:

J(v) = -;—a(v, o) + %/01 o?dz — g/: (3_2)2 dz — L(v) | 3)

avec

a(v,v) = /01 EI(v")’dz et L(v)= /01 fudz.

2.2. Méthode mizte

Avant de rentrer dans un formalisme mathématique rigoureux, I'idée est de
remplacer I’équation d’ordre 4 par un systéme d’équations d’ordre 2:

d?u
Posons
d2 d2%u
mM(av)+ozu+1’m = f(z), (5)
u(0) = w'(0) = u(l) = v'(I) = 0. (6)
Définissons '

!
U(z) = {v(:c)/ /0 v?dz < +oo0;  v(0) = v(l) = 0} =H}(2),
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. 1
lo]lZ = / o?de.
0

Nous aurons

1 —_— —
sa(v,9) = _sup {b(M, v) - ra*(AT, M)} )
MeL2(a) 2 : '
avec
b1 L 73 L
(M,v) _/0 Md_:ci’dz et o*(M,M)= 5 ), ﬁdz'
En utilisant la densité de H3(£2) C H}(£2) C L(£2) dans (7), on a
! 1 377
— —d?v dM dv ~
b = —dr =~ —_— 1 1
(M,v) /0 Mddez /0 5 d:cdx Vv € Hy(R2) et VM € H(R).
On posera alors
U AT A
== dM dv
b(M,’U) = - A 'a—;d—x'-dx,
VM € L?(2) o' (M,M)-b(M,u) =0, (8)
: ol ]
Yo € HZ(2)  b(M,v) — P/ u'v'dz + a/ uvdz = L(v), 9)
: 0 0
et la formulation mixte modifiée s’écrit
VM eHY(R) o' (M,M)—-b(M,u) =0, (10)
! o
Yo e H}(2)  b(M,v)— P/ u'v'dz + a/ uvdz = L(v). (11)
0 0

Le passage de {(8), (9)} & {(10), (11)} se fait en utilisant des arguments de dualité
ct de densité évoqués ci-dessus. Equation (8) exprime la loi de comportement
globale, comme (10); Egs. (9) et (11) traduisent I’équilibre global de la structure
considéré. '

On doit cependant noter que, si on considére I’ensemble

Z = {M/ Vv €H(R) bM,v)=0}. (12)

Z est ’ensemble des moments de flexion qui sont linéaires sur 2. L’ensemble
des moments autoéquilibrés vérifiant d?M/dz? = 0 est un espace vectoriel de
dimension 2 correspondant au degré d’hyperstaticité de la barre étudiée.
En prenant M = v € H}(£2) C H1(£2), on voit que la condition de Brezzi
__sup %v—) > Cl|vllnya) (13)
MeH (2)

est satisfaite, assurant I’unicité du probléme étudié.
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3. Méthode d’approximations

. Prenons deux espaces de dimension finie X et Uy tels que I, C H(£2)
et Un C HY(2): Zy = {My e H'(2)/ My € Pi(K.)NC®(2) Vel<e< N}
avec Uy, = {vn € H}(2)/ vi € Pi(K)NC%(2) Ve 1< e< N}. N estle nombre
d’éléments pour §2 =]0, 1[.
Une fois discrétisé, le probléme {(10), (11)} s’écrit

VMy € Zn a*(My, My) — b(My, un) =0, (14)

1 i ’
Yop, € Un  W( My, vh)—/ Puﬁv},dz+a/ upvpdz =/ fopdz. (15)
0 0 0
(Mp, up) est la solution du probléme discrétisé.
On a Pestimation d’erreur
llu — unllnyca)y + 1M — Ma|lnsa) < Ch.

La discrétisation du probléme {(13), (14)} fait apparaitre, pour un élément de
longueur h (pour EI et f constants), les matrices suivantes

R {21 M 1 1 -1 u |

m[12 [M2]+ﬁ[—1 1Huz]_0’ (16)
1 1 -1 M ah| 2 1] u

SIE R I

1 -1 Uy h/2
= . 1
AR I MR &
On effectue ’assemblage pour les N éléments. On notera -

3T = [A/[l,Mz,...,MN,]WN.;.l] et DT = [ul,uz,...,uN]

d’ou la forme matricielle
S B M|
BT ¢ D |

On présente divers exemples et notamment une solution analytique qui est
comparée a la solution numérique

a=451=1, P=5, EI=0.5, f=1.

On calcule erreur

1
A= / (u— up)?d2.
0

On obtient A = 1.38 x 10~5 pour le nombre d’¢lements n = 6 et A = 2.62 x 10~5
pour n = 32; les traces des moments (Fig. 1) et des deplacements (Fig. 2) sont
preséntés.

Le systéme a été inversé par une méthode de Gauss et, dés qu’on atteint plus
de 30 éléments, les erreurs sont stationnaires.

P

(0

e (18)
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Fig. 1. Trace des moments: o = 5000.0000, nombre d’elements = 32, précontrainte
= —5.0, charge f = 1.0000, produit ET = 0.5000.
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Fig. 2. Trace des deplacements: a = 5000.0000, nombre d’elements = 32, précontrainte
= —=5.0, charge f = 1.0000, produit EI = 0.5000.

Le cas particulier intéressant est un calcul de couche fine et ou existe des
effets de couche limite notables auprés des encastrements. L’exemple présenté [ait -
apparaitre un gradient de moment important. Il traduit 'influence d’un effort
tranchant. Cet exemple montre aussi que, loin des encastrements, la poutre fonc-
tionne comme une membrane mince.

Cet exemple est le fruit d’un travail eflectué par les éléves de 'E.N.I.S.E. de
5&me année, auquel de Universitaire polonais de LédZ ont participé, dans le cadre
des échanges Franco-Polonais.
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